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1. Introduction
Soit (Sn, h) la sphère unité de Rn+1, n > 3, munie de sa métrique
standard h, induite de la métrique euclidienne de Rn+1. La courbure
scalaire Scalh de h vaut n(n − 1), de sorte que si g = u4/(n−2)h, u ∈
C∞(Sn), u > 0, est une métrique conforme à h, alors




où N = 2n/(n − 2), et 1h désigne le laplacien associé à h. Dans une
carte,
1hu=−hij(∂iju− Γ kij ∂ku)
où les Γ kij désignent les symboles de Christoffel de la connexion de Levi-
Civita de h dans la carte considérée. Déterminer des conditions sur une
fonction f ∈ C∞(Sn) pour qu’elle soit courbure scalaire d’une métrique
conforme à h, revient ainsi à déterminer des conditions sur f pour qu’il
existe une solution strictement positive à l’équation
1hu+ n(n− 2)4 u= f u
N−1.
Ce problème, cas particulier des problèmes dits de courbure scalaire
prescrite et connu sous le nom de problème de Nirenberg, a fait l’objet
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de nombreux travaux. Pour plus de compléments, on renvoie par exemple
à Aubin [1], Bahri et Coron [3], Chang, Gursky et Yang [5], Hebey [7],
Kazdan et Warner [9], Li [10], Obata [11], et aux références contenues
dans ces articles.
Etant donnés f une fonction C∞ sur Sn, et λ un réel positif, on étudie
dans ce qui suit l’existence de solutions nodales à l’équation
1hu+ λu= f |u|N−2u.(E)
Selon la terminologie usuelle, on entend par solution nodale toute
solution u ∈ C2(Sn) de (E), u 6≡ 0, qui a la particularité de changer de
signe. Comme dans le cas des problèmes de courbure scalaire prescrite,
toute la difficulté réside dans la non compacité de l’inclusion de Sobolev
H 21 ↪→LN .
En multipliant (E) par u, et en intégrant le résultat sur Sn, on remarque
déjà qu’il est nécessaire que
max
x∈Sn f (x) > 0
si l’on veut espérer obtenir une solution à l’équation (E). Indépendam-
ment, on notera que la recherche de solutions nodales à l’équation (E)
diffère sensiblement de la recherche de solutions strictement positives à
cette même équation. A titre d’illustration, dans le cas particulier où tout
à la fois f ≡ 1 et 0< λ< n(n− 2)/4, nous verrons que l’équation
1hu+ λu= |u|N−2u
possède une infinité de solutions nodales (voir le corollaire 1), tandis
qu’elle possède d’après Bidaut-Veron et Veron [4] une unique solution
strictement positive, à savoir la fonction constante u= λ1/(N−2).
2. Un théorème général d’existence
On note G ⊂ O(n + 1) un sous-groupe du groupe des isométries
de (Sn, h). Sans perdre en généralité, et quitte à remplacer G par son
adhérence dans O(n+ 1), on suppose que G est compact. On considère
de plus τ une isométrie involutive de (Sn, h), à savoir un élément de
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O(n+ 1) qui est tel que τ ◦ τ = Id. Pour simplifier, on suppose dans ce





Pour x un point de Sn, la notation OG(x) désigne l’orbite de x sous G, à
savoir
OG(x)= {σ (x), σ ∈G}
On dira que l’ensemble des points fixes de τ partage Sn en deux domaines
Ω1 et Ω2 stables sous G si :
(i) Sn =Ω1 ∪Ω2 ∪F τ ,
(ii) Ω1 ∩Ω2 = ∅ et mesure (Fτ )= 0,
(iii) τ(Ω1)=Ω2 et τ(Ω2)=Ω1,
(iv) ∀σ ∈G, ∀i = 1,2, σ (Ωi)=Ωi
où Fτ désigne l’ensemble des points fixes de τ , à savoir
Fτ = {x ∈ Sn | τ(x)= x}.
On vérifie facilement que τ partage Sn en deux domaines stables sous
G si et seulement si τ est une symétrie orthogonale par rapport à un
hyperplan de Rn+1.
Par ailleurs, on dira qu’une fonction réelle u définie sur Sn est τ -anti-
symétrique si u ◦ τ =−u. On note H=Hf le sous-ensemble
H= {u ∈H 21 (Sn) | u est G-invariante, τ -antisymétrique,
et
∫
Snf |u|N dv(h)= 1
}
.
L’objectif dans ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant. Ici,
et comme dans toute la suite, ωn désigne le volume de (Sn, h).
THÉORÈME 1. – SoientG un groupe compact d’isométries de (Sn, h),
n > 3, τ une isométrie involutive de (Sn, h), λ un réel positif ou nul, et
f ∈ C∞(Sn) une fonction strictement positive quelque part, à la fois G-
invariante et τ -invariante. On suppose queG et τ commutent faiblement,
et qu’il existe x ∈ Sn tel que




On suppose de plus que
∫
Sn f dv(h) < 0 si λ= 0, et qu’en tout point x de
Sn où f (x) > 0,













où 〈G,τ 〉 désigne le groupe engendré par G et τ , et la notation Card se
réfère au cardinal de l’orbite considérée. (Celui-ci peut être infini, auquel
cas l’inégalité est trivialement vérifiée). Il existe alors une solution
nodale u ∈C2(Sn), G-invariante et τ -antisymétrique, à l’équation
1hu+ λu= f |u|N−2u.
De plus, si l’ensemble Fτ des points fixes de τ partage Sn en deux
domaines stables sous G, on peut choisir u de sorte que l’ensemble de
ses zéros soit exactement l’ensemble Fτ des points fixes de τ .
La preuve de ce théorème passe par plusieurs étapes. On traite pour
commencer du cas λ > 0, ce que nous supposerons donc dans la suite. En
premier lieu, on montre le résultat suivant.
LEMME 1. – Soient G un groupe compact d’isométries de (Sn, h),
τ une isométrie involutive de (Sn, h), et f ∈ C∞(Sn) une fonction
strictement positive quelque part, à la fois G-invariante et τ -invariante.
On suppose que G et τ commutent faiblement. Alors Hf 6= ∅ si et
seulement s’il existe x ∈ Sn tel que tout à la fois
f (x) > 0 et τ(OG(x))∩OG(x)= ∅.
Démonstration. – La condition est déjà nécessaire. Pour le voir, il
suffit de remarquer que si pour un certain x, τ(OG(x)
) ∩ OG(x) 6= ∅,
alors pour toute fonction u G-invariante et τ -antisymétrique, u(x) = 0.
Réciproquement, soit x un point de Sn tel que tout à la fois f (x) > 0 et
τ(OG(x))∩OG(x)= ∅. Etant donné δ > 0 un réel strictement positif, on
considère ϕ ∈C∞(R) une fonction positive ou nulle vérifiant ϕ(t)= 1 si
t 6 δ/2, et ϕ(t)= 0 si t > δ. On pose
uG(y)= ϕ(d(y,OG(x)))
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où d désigne la distance associée à h. Alors uG est G-invariante, tandis
que pour δ > 0 suffisamment petit, uG est régulière et telle que∫
Sn
f uNG dv(h) > 0.
(On rappelle ici que OG(x) est une sous-variété compacte de Sn, et on
rappelle que f est G-invariante.) Toujours pour δ > 0 petit, on pose
uG,τ = uG − uG ◦ τ.
Clairement, uG,τ est τ -antisymétrique, tandis que par commutation faible
de G et τ , uG,τ est aussi G-invariante. De plus, et toujours pour δ > 0
suffisamment petit,∫
Sn
f |uG,τ |N dv(h)= 2
∫
Sn
f uNG dv(h) > 0
dans la mesure où τ(OG(x)) ∩OG(x)= ∅. Il s’ensuit que H=Hf n’est
pas vide, puisque la fonction
(∫
Sn
f |uG,τ |N dv(h)
)−1
uG,τ
appartient à H. D’où le résultat. 2
Comme déjà dit, la principale difficulté dans la preuve du théorème 1
réside dans le fait que pour l’exposant critique N = 2n/(n − 2),
l’inclusion H 21 (Sn) ↪→ LN(Sn) n’est pas compacte. En suivant une
stratégie initiée par Yamabe [14] dans son travail sur le problème du
même nom, on établit d’abord le résultat pour un exposant sous critique
2 6 q < N , pour lequel on peut appliquer le théorème de Rellich–
Kondrakov. C’est l’objet du résultat qui suit. On note
Hq = {u ∈H 21 (Sn) | u est G-invariante, τ -antisymétrique,
et
∫
Snf |u|q dv(h)= 1
}
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qui est bien défini dès lors que Hq 6= ∅, à savoir en procédant comme
dans la preuve du lemme 1, dès lors qu’il existe un point x de Sn tel que




LEMME 2. – Soient G un groupe compact d’isométries de (Sn, h),
n> 3, τ une isométrie involutive de (Sn, h), λ un réel strictement positif,
et f ∈ C∞(Sn) une fonction strictement positive quelque part, à la
fois G-invariante et τ -invariante. On suppose que G et τ commutent
faiblement, et qu’il existe x ∈ Sn tel que




Alors pour tout 2 6 q < N , il existe une solution nodale uq ∈ C2(Sn),
G-invariante et τ -antisymétrique à l’équation
1huq + λuq =µqf |uq |q−2uq
qui vérifie la propriété que ∫Sn f |uq |q dv(h) = 1. De plus si l’ensemble
Fτ des points fixes de τ partage Sn en deux domaines Ω1 et Ω2 stables
sous G, on peut choisir uq de sorte que l’ensemble de ses zéros soit
exactement l’ensemble Fτ des points fixes de τ .
Démonstration. – En raison de la compacité de l’inclusion de H 21 (Sn)
dans Lq(Sn) pour q < N , ce résultat ne présente pas de réelles difficultés,
si ce n’est dans la prescription de l’ensemble des zéros de la solution.
En considérant (ui) une suite minimisante dans Hq , et par techniques
variationnelles classiques, on obtient sans aucun problème l’existence
d’une limite wq dans Hq qui vérifie J (wq) = µq . L’équation d’Euler




(∇wq,∇v)h+ λwqv dv(h)= µq
∫
Sn
f |wq |q−2wqv dv(h)
pour tout v dans Ω , où
Ω = {w ∈H 21 (Sn) |w est G-invariante et τ -antisymétrique}.
Montrons maintenant que la relation précédente est en fait vérifiée pour
tout v ∈H 21 (Sn). On vérifie aisément que : ∃! w ∈H 21 (Sn) tel que
1hw+ λw = µqf |wq |q−2wq.
L’unicité de la solution w nous permet d’affirmer que w est également
G-invariante et τ -antisymétrique. De plus, pour tout v ∈Ω :∫
Sn
(∇(wq −w),∇v)h dv(h)+ λ∫
Sn
(wq −w)v dv(h)= 0.
En remplaçant v par wq − w dans cette dernière expression, on obtient
que wq =w. Par conséquent, wq est solution faible de
1hwq + λwq = f |wq |q−2wq.
Par théorie classique de régularité, il s’ensuit que wq ∈ C2(Sn). D’où
la première partie du lemme (en posant uq = wq ). Pour ce qui est de la
seconde partie du lemme, on introduit la fonction uq définie de la manière
suivante :
uq = |wq| sur Ω1 et uq =−|wq| sur Ω2.
CommeΩ1 et Ω2 sont G-stables, et comme τ(Ω1)=Ω2 et τ(Ω2)=Ω1,
uq est G-invariante et τ -antisymétrique. Par ailleurs, uq est lipschit-
zienne. Donc uq ∈ H 21 (Sn), et on constate facilement que tout à la
fois uq ∈Hq et J (uq) = µq . On en déduit, comme précédemment, que
uq ∈C2(Sn) et que uq est solution de l’équation
1huq + λuq = µqf |uq |q−2uq.
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Comme uq est positif sur Ω1, il suit du principe du maximum que uq > 0
sur Ω1. Or uq est τ -antisymétrique, donc uq < 0 sur Ω2, ce qui achève la
démonstration du lemme 2. 2
Le lemme 2 maintenant démontré, on fait tendre q vers l’exposant
critique N . Clairement, le résultat suivant a lieu. Sa preuve ne présente
aucune difficulté.
LEMME 3. – Si µ= infv∈H J (v), alors lim supq→N µq 6 µ.
A partir de là, on démontre le lemme 4 qui suit.
LEMME 4. – S’ il existe une sous-suite de (uq) qui converge vers u 6= 0
dans Lk(Sn) pour un certain k > 1, alors à multiplication par un réel
strictement positif près, u est G-invariante, τ -antisymétrique, de classe
C2 sur Sn, et solution de l’équation (E). De plus, si l’ensemble Fτ des
points fixes de τ partage Sn en deux domaines Ω1 et Ω2 stables sous G,
l’ensemble des zéros de u est exactement l’ensemble Fτ des points fixes
de τ .
Démonstration. – En vertu du lemme 3, et quitte à extraire de nouveau
une sous-suite, on pourra supposer que limq→N µq = ρ existe. Par
ailleurs,
µq = J (uq)=
∫
Sn
(|∇huq |2 + λu2q)dv(h)> inf(1, λ)‖uq‖2H 21 (Sn).
On en déduit facilement que nécessairement ρ > 0, et que (uq) est bornée
dans H 21 (Sn). Il existe ainsi u ∈H 21 (Sn), et une sous-suite de (uq), notée
(uq), tels que :
(a) (uq) converge faiblement vers u dans H 21 (Sn),
(b) (uq) converge fortement vers u dans L2(Sn),
(c) (uq) converge presque partout vers u.
De (c) on tire déjà que u est G-invariante et τ -antisymétrique, tandis
que de (a) et (b) on tire facilement (voir par exemple [8]) que ρ(n−2)/4u
est solution faible dans H 21 (Sn) de l’équation (E). Pour ce qui est de la
régularité de u, on pourra alors utiliser l’argumentation de Trudinger [12].
On obtient ici l’existence d’un p >N pour lequel u ∈ Lp(Sn). Il s’ensuit
facilement que u est de classe C2. Cela démontre la première partie du
lemme 4. Pour ce qui est de la seconde partie du lemme 4, (c) entraîne
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que u est positive sur Ω1, et négative sur Ω2. Reste alors à appliquer le
principe du maximum. D’où le lemme. 2
Pour conclure la démonstration du théorème 1, il nous suffit donc
de montrer qu’il existe une sous-suite de (uq) qui converge vers u 6= 0
dans Lk(Sn) pour un certain k > 1. Dans ce qui suit, on suppose par
l’absurde, que toute sous-suite de (uq) qui converge dans Lk(Sn) avec
k > 1 converge vers la fonction nulle. Soit x0 ∈ Sn et soit η ∈ C∞(Sn)
telle que 0 6 η 6 1, η = 1 sur Bx0(δ/2), et η = 0 sur Sn − Bx0(δ), où
δ > 0 sera fixé ultérieurement.
On multiplie l’expression
1huq + λuq =µqf |uq |q−2uq
par η2|uq |k−1uq où k est un réel qui vérifie 1 < k 6 (n + 2)/(n − 2).
Alors
η2|uq |k−1uq1huq + λη2|uq |k+1 = µqf |uq |k+q−1η2(∗)






















f |uq |k+q−1η2 dv(h).
On distingue maintenant le cas où f (x0) < 0 de celui où f (x0)> 0.
A. Le cas où f (x0) < 0 : On choisit δ > 0 tel que f soit strictement
négative sur Bx0(δ). Par conséquent, le second membre de (∗∗) est
négatif. Comme la suite (uq) est bornée dans LN(Sn), on peut trouver
une constante C > 0, indépendante de q, telle que :
∥∥∇h(η|uq | k+12 )∥∥22 6C.
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B. Le cas où f (x0)> 0 : On remarque que∫
Sn
f η2|uq |k+q−1 dv(h)6
∫
Sn




(|f | 2q η2|uq |k+1)(|f | q−2q |uq |q−2)dv(h).
Or |f |2/qη2|uq |k+1 ∈ Lq/2(Sn) et |f |
q−2
q |uq |q−2 ∈ L
q
q−2 (Sn). Donc, l’iné-
galité de Hölder entraîne :∫
Sn







q ∥∥η|uq | k+12 ∥∥2q( ∫
Bx0 (δ)




Sachant que (uq) est bornée dans LN(Sn), on tire de (∗∗) qu’il existe une
constante C1, indépendante de q, telle que :
4k
(k+ 1)2






)2/q∥∥η|uq | k+12 ∥∥2q( ∫
Bx0 (δ)




D’après le théorème sur les meilleures constantes dans les inclusions de
Sobolev, pour tout ε > 0, il existe Bε telle que
∥∥η|uq | k+12 ∥∥2N 6( 4
n(n− 2)ω2/nn
+ ε
)∥∥∇h(η|uq | k+12 )∥∥22 +Bε∥∥η|uq | k+12 ∥∥22
où ωn désigne le volume de (Sn, h). Or,∥∥η|uq | k+12 ∥∥2q 6 ωN−qNn ∥∥η|uq | k+12 ∥∥2N.
Par ailleurs, puisque f est continue, pour ε > 0, il existe δ0 > 0 tel que





|f |6 f (x0)+ ε.
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Donc pour tout ε > 0, il existe une constante C2, indépendante de q, et






× (µ+ ε)∥∥∇h(η|uq | k+12 )∥∥22( ∫
Bx0 (δ)






B1. Considérons le cas où f (x0) = 0 : Pour ε suffisamment petit,
on tire de l’inégalité précédente qu’il existe une constante strictement
positive C3 < 1, indépendante de q, telle que :∥∥∇h(η|uq | k+12 )∥∥22 6 C2 +C3∥∥∇h(η|uq | k+12 )∥∥22.
On en déduit alors qu’il existe une constante C > 0, indépendante de q,
telle que ∥∥∇h(η|uq | k+12 )∥∥22 6C.
B2. On examine finalement le cas où f (x0) > 0 : On peut choisir
δ > 0 tel que f soit strictement positive sur Bx0(δ). On constate
facilement que si








alors il existe une constante 0<C4 < 1, indépendante de q, telle que∥∥∇h(η|uq | k+12 )∥∥22 6C2 +C4∥∥∇h(η|uq | k+12 )∥∥22
et ainsi, il existe une constante C > 0, indépendante de q, telle que
∥∥∇h(η|uq | k+12 )∥∥22 6C.
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En résumé, on a montré que si f (x0)6 0, ou si f (x0) > 0 avec








alors la quantité ‖∇h(η|uq | k+12 )‖22 est bornée.
On démontre maintenant le résultat suivant.
LEMME 5. – Si toute sous-suite de (uq) qui converge dans Lp(Sn),
p > 1, converge vers zéro, et si pour un certain 1< k 6N − 1, il existe
une constante C > 0 telle que
∥∥∇h(η|uq | k+12 )∥∥22 6 C





|uq |q dv(h)= 0
pour un certain δ > 0.































Or ∥∥∇h(η|uq | k+12 )∥∥22 6C.
Donc d’après le théorème de Sobolev, et puisque (uq) est bornée dans
LN , il existe une constante C˜ > 0, indépendante de q, telle que∫
Bx0 (δ/2)




|uq |q dv(h)6 C2
( ∫
Bx0 (δ/2)
|uq | n(k+1)nk−2 dv(h)
) q(nk−2)
nN(k+1)
où C2 > 0 est indépendante de q. On pose alors k1 = n(k+ 1)/(nk− 2).
On remarque que 1 < k1 < N . Par hypothèse d’absurde, et d’après le
théorème de Rellich–Kondrakov, on pourra ainsi supposer
∃a > 0 | ∀q,
∫
Bx0 (δ/2)
|uq |q dv(h)> a,





Il s’ensuit que ‖uq‖k1 > C3, où C3 > 0 est indépendante de q, ce qui
contredit l’hypothèse selon laquelle la suite (uq) converge vers zéro. D’où
la conclusion du lemme. 2
On déduit immédiatement le lemme suivant de ce qui a été dit jusqu’ici.
LEMME 6. – Si toute sous-suite de (uq) qui converge dans Lp(Sn),
p > 1, converge vers zéro, et si pour tout x ∈ Sn tel que f (x) > 0, on
peut trouver un δ > 0 tel que








BULLETIN DES SCIENCES MATHÉMATIQUES
312 A. JOURDAIN





|uq |q dv(h)= 0.
Montrons maintenant que l’hypothèse selon laquelle toute sous-suite
de (uq) qui converge dans Lp(Sn), p > 1, converge vers zéro entraîne une
contradiction. Puisque Sn est compact, il existe x1, x2, . . . , xr appartenant







où les δ(xi) sont comme dans le lemme 6. Par conséquent,∫
Sn





f |uq |q dv(h)
et on voit ainsi que la relation (∗∗∗) ne peut pas être vérifiée. Par suite, il
existe x0 ∈ Sn tel que
(a) f (x0) > 0,
(b) pour tout δ 1,








On distingue maintenant deux cas, selon que le cardinal de O〈G,τ 〉(x0) est
fini ou infini. Si CardO〈G,τ 〉(x0)=∞, et sachant que f et |uq | sont tout
à la fois G-invariantes et τ -invariantes, pour tout K > 0 on peut choisir





f |uq |q dv(h)6 1
K
.





|uq |q dv(h)= 0.
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on obtient une contradiction avec (b). Si maintenant CardO〈G,τ 〉(x0) <





f |uq |q dv(h)6 1CardO〈G,τ 〉(x0) .






ce qui manifestement contredit l’hypothèse du théorème. L’hypothèse
selon laquelle toute sous-suite de (uq) qui converge dans un Lk(Sn) avec
k > 1 converge nécessairement vers la fonction nulle est donc impossible.
Le théorème 1 est alors une conséquence simple du lemme 4.
Supposons maintenant que λ = 0. La preuve du théorème 1 procède
comme ci-dessus, si ce n’est qu’il nous faut pouvoir l’initier, et donc
obtenir l’équivalent du lemme 2. En reprenant les notations du début du





est alors bornée. D’après l’inégalité de Sobolev–Poincaré, il existe une
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Par ailleurs, f = f + − f − où f + = max(f,0) et f − = max(−f,0).
L’hypothèse
∫
Sn f dv(h) < 0 entraîne ainsi∫
Sn



















































∣∣|u| − |u˜|∣∣q dv(h))1/q.
Or si u ∈Hq ,∫
Sn





























∣∣|u| − |u˜|∣∣q dv(h))1/q.




−∣∣|u| − |u˜|∣∣q dv(h))1/q + ( ∫Sn f +∣∣|u| − ∣∣u˜|∣∣q dv(h))1/q( ∫
Sn f
− dv(h)
)1/q − ( ∫Sn f + dv(h))1/q(2)
6 2
(
maxSn |f |)1/q( ∫Sn ∣∣|u| − |u˜|∣∣q dv(h))1/q( ∫
Sn f
− dv(h)
)1/q − ( ∫Sn f + dv(h))1/q
6 2C
(
maxSn |f |)1/q( ∫Sn |∇u|2 dv(h))1/2( ∫
Sn f
− dv(h)
)1/q − ( ∫Sn f + dv(h))1/q .
Sachant que les J (ui) sont bornés indépendamment de i, on en déduit
que les |u˜i | sont bornés indépendamment de i. De (1), ou de l’inégalité
de Poincaré, il suit que (ui) est bornée L2(Sn). A partir de là, on s’en
convaincra facilement, on obtient l’existence de solutions des équations
sous critiques comme dans ce qui a été dit pour démontrer le lemme 2.
(Que la limite des ui soit une véritable solution faible des équations
s’obtient via la mesure de Haar, plutôt que par la procédure décrite dans
la preuve du lemme 2.) Pour conclure la démonstration du théorème 1, il
reste maintenant à faire tendre q vers l’exposant critique N . Comme déjà
dit, la preuve est ici en tout point semblable à celle effectuée dans le cas
λ > 0, à ceci près qu’on utilise la relation (2) pour initier la preuve de
l’analogue du lemme 4. D’où le théorème.
3. Une estimation de inf I (u)
On reprend les notations déjà introduites au paragraphe 2. On rappelle
que f désigne une fonction de C∞(Sn), G-invariante et τ -invariante. On
note par ailleurs
H′ = {u ∈H 21 (Sn) | u est G-invariante, τ -antisymétrique}.
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Sn f |u|N dv(h)
)2/N
où l’on rappelle que N = 2n/(n− 2) et où λ> 0.
THÉORÈME 2. – SoientG un groupe compact d’isométries de (Sn, h),
n> 3, τ une isométrie involutive de (Sn, h), λ un réel positif ou nul et f ∈
C∞(Sn) une fonction strictement positive quelque part, G-invariante, et
τ -invariante. On suppose queG et τ commutent faiblement, et qu’il existe
x ∈ Sn tel que





(i) λ < 2 si n= 4,
(ii) λ− n(n− 2)
4




< 0 si n> 5









où 〈G,τ 〉 désigne le groupe engendré par G et τ , et la notation Card se
réfère au cardinal de l’orbite considérée.
Démonstration. – On introduit les fonctions uε définies comme suit
uε(y)= (ε+ r2)1−n/2 − (ε+ δ2)1−n/2 si r 6 δ,
uε(y)= 0 si r > δ
où δ est un réel fixé strictement positif et où r est la distance de x à y.
Dans toute la suite, et pour simplifier les notations, η désigne une fonction
réelle qui vérifie la propriété que limr→0 η(r)= 0. Par ailleurs, on note Φ
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Sachant que dans une carte géodésique normale en x, |h|1/2 = ( sin r
r
)n−1,































(1+ s2)n ds + ε
1−n/2η(ε)(2◦)




































1+ o(ε log ε))
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ε log ε+ o(ε log ε)
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si n= 4.




si n> 5 et si
λ− n(n− 2)
4





tandis que pour n= 4,




si λ < 2.
Ces majorations de I (uε) maintenant établies, on s’attache à montrer
l’estimation annoncée sur l’infimum de la fonctionnelle. Etant donné
que τ(OG(x)) ∩OG(x)= ∅ et que τ(OG(x))=OG(τ(x)), on en déduit
que O〈G,τ 〉(x) est la réunion disjointe de OG(x) et de OG(τ(x)). Le
cas où CardOG(x) = +∞ entraînant clairement l’inégalité désirée, on
considère le cas où CardOG(x)= k <+∞. On note alors
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uε,x(y)= (ε+ r2)1−n/2 − (ε+ δ2)1−n/2 si r 6 δ,
uε,x(y)= 0 si r > δ
où r désigne la distance de x à y. On fixe δ > 0 suffisamment petit pour
que les boules de centre z et de rayon δ, notées Bδ(z), soient deux à deux








où OG(x) = {xi, i = 1, . . . , k}. Comme on s’en convaincra facilement,













f |u˜ε|N dv(h)= 2k
∫
Bδ(x)
f |uε,x |N dv(h)
puisque f est G-invariante et τ -invariante. Donc
I (u˜ε)= (CardO〈G,τ 〉(x))1−2/NI (uε,x)

















ce qui achève la démonstration du théorème 2. 2
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4. Application à des cas particuliers
On tire facilement des théorèmes 1 et 2 des paragraphes précédents
plusieurs résultats concernant l’existence de solutions nodales à l’équa-
tion (E). Citons déjà le résultat suivant.
PROPOSITION 1. – Soient 0 6 λ < 2 un réel, G un groupe compact
d’isométries de (S4, h), τ une isométrie involutive de (S4, h), et f ∈
C∞(S4) une fonction G-invariante, τ -invariante, et strictement positive
quelque part. On suppose que
∫
S4 f dv(h) < 0 si λ = 0, et on suppose
que G et τ commutent faiblement, avec la propriété supplémentaire
que τ(OG(x)) ∩ OG(x) = ∅ en tout point x tel que à la fois f (x) > 0
et CardOG(x) < +∞. Il existe alors une solution nodale u ∈ C2(S4),
G-invariante et τ -antisymétrique, à l’équation
1hu+ λu= f |u|N−2u.
Si de plus l’ensemble des points fixes de τ partage S4 en deux domaines
stables sous G, on peut choisir u de sorte que l’ensemble de ses zéros
soit exactement l’ensemble des points fixes de τ .
Dans un autre ordre d’idées, le résultat suivant a lieu. Etant donnés G
un groupe compact d’isométries de (Sn, h), et τ une isométrie involutive
de (Sn, h), on dira ici que x ∈ Sn est un point qui réalise le minimum de
l’orbite de 〈G,τ 〉 si pour tout y ∈ Sn,
CardO〈G,τ 〉(x)6 CardO〈G,τ 〉(y)
où 〈G,τ 〉 désigne le groupe engendré par G et τ .
PROPOSITION 2. – Soient λ un réel tel que 0 < λ < n(n − 2)/4, G
un groupe compact d’isométries de (Sn, h), et τ une isométrie involutive
de (Sn, h), n > 4. On suppose que G et τ commutent faiblement, avec
la propriété supplémentaire que τ(OG(x)) ∩ OG(x) = ∅ en au moins
un point x qui réalise le minimum de l’orbite de 〈G,τ 〉. Il existe alors
un réel ε > 0 tel que pour toute fonction G-invariante et τ -invariante
f ∈C∞(Sn), si ‖f − 1‖C0 < ε, l’équation
1hu+ λu= f |u|N−2u
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possède une solution nodale u ∈ C2(Sn) qui est G-invariante et τ -anti-
symétrique. Si de plus l’ensemble des points fixes de τ partage Sn en deux
domaines stables sous G, on peut choisir u de sorte que l’ensemble de
ses zéros soit exactement l’ensemble des points fixes de τ .
Pour ce qui est de la proposition 2, seul le cas
min
x∈Sn CardO〈G,τ 〉(x) <+∞
est véritablement à considérer. A ce sujet, on tire du théorème 2 qu’il
existe u0 ∈H′, u0 6≡ 0, telle que∫











où H′ est comme au paragraphe 3. Soit I (u0) le membre de gauche
de cette inégalité. Il reste alors à remarquer que pour f comme dans
























Toujours à partir des théorèmes 1 et 2, on obtient sans difficulté parti-
culière le résultat suivant.
PROPOSITION 3. – Soient G le groupe des isométries de (Sn, h) qui
laissent fixes deux points diamétralement opposés P+ et P−, n > 3,
et τ l’isométrie involutive de (Sn, h) obtenue par restriction à Sn de
la symétrie orthogonale par rapport à l’hyperplan de Rn+1 qui est
perpendiculaire à la droite passant par P+ et P−. Soit de plus λ un
réel positif, et f ∈ C∞(Sn) une fonction G-invariante, τ -invariante, et
strictement positive quelque part. On suppose que
∫
Sn f dv(h) < 0 si
λ= 0. Dans chacun des cas suivants
(i) f (P+)6 0,
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(ii) f (P+) > 0, λ < 2, n= 4,





f (P+), n> 5,
il existe une solution nodale u ∈ C2(Sn) à l’équation
1hu+ λu= f |u|N−2u
qui est G-invariante, τ -antisymétrique, et dont l’ensemble des zéros est
exactement constitué du grand cercle de Sn formé des points fixes de τ .
Au sujet de cette proposition, on remarque que
CardO〈G,τ 〉(x)=+∞
pour tout point x de Sn autre que P+ et P−. Si f (P+)6 0, le résultat est
une conséquence immédiate du théorème 1. Si f (P+) > 0, on applique
ce même théorème, mais couplé cette fois avec le théorème 2.
On note maintenant (E0) l’équation
1hu+ λu= |u|N−2u.(E0)
D’après M.F. Bidaut-Veron et L. Veron [4], on sait que pour 0 < λ <
n(n− 2)/4, cette équation possède une et une seule solution strictement
positive, à savoir la fonction constante u0 = λ1/(N−2). A l’inverse, on tire
facilement de la proposition 3 que (E0) possède une infinité de solutions
nodales à zéros prescrits. C’est l’objet du résultat qui suit.
COROLLAIRE 1. – Soient n> 4, et λ un réel tel que
0< λ< n(n− 2)/4.
A tout grand cercle C de Sn il correspond une solution nodale uC ∈
C2(Sn) de (E0) qui est invariante sous l’action du groupe d’isométries de
(Sn, h) qui laisse fixes les deux points de Sn situés sur la droite vectorielle
de Rn+1 qui est perpendiculaire à l’hyperplan de Rn+1 contenant C, et
dont l’ensemble des zéros est exactement C. En particulier, (E0) possède
une infinité de solutions nodales.
A titre de remarque, on verra au paragraphe suivant qu’il existe une se-
conde infinité de solutions nodales à l’équation (E0), différente de celle
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décrite dans le corollaire 1. On renvoie ici au corollaire 2. Indépendam-
ment, on trouvera beaucoup d’autres exemples où les résultats des sec-
tions précédentes s’appliquent. On obtient par exemple très facilement le
résultat suivant.
PROPOSITION 4. – Soient G un groupe d’isométries de (Sn, h), n >
3, τ une isométrie involutive de (Sn, h), et f ∈ C∞(Sn) une fonction
G-invariante, τ -invariante, et strictement positive quelque part. On
suppose que G et τ commutent faiblement, et qu’il existe x un point de
Sn où f est strictement positive et tel que τ(OG(x)) ∩OG(x) = ∅. On
suppose de plus que f (x)6 0 en tout point x de Sn où CardO〈G,τ 〉(x) <
+∞. Alors pour tout réel λ > 0, il existe une solution nodale u ∈C2(Sn),
G-invariante et τ -antisymétrique, à l’équation
1hu+ λu= f |u|N−2u.
Si de plus l’ensemble des points fixes de τ partage Sn en deux domaines
stables sous G, on peut choisir u de sorte que l’ensemble de ses zéros
soit exactement l’ensemble des points fixes de τ .
Au sujet de cette proposition, écrivons que Rn+1 = Rm1 × Rm2 , où
m1 et m2 sont deux entiers supérieurs ou égaux à deux. Notons G le
groupe d’isométries de (Sn, h) formé des restrictions à Sn des isométries
vectorielles du groupe O(m1)× {Id}. Si x désigne la variable de Rm1 , et
si y désigne la variable de Rm2 , les éléments deO(m1)×{Id} agissent sur
(x, y) par (x, y)→ (σ (x), y), σ ∈O(m1). Notons de plus τ l’isométrie
involutive de (Sn, h), restriction à Sn de l’isométrie vectorielle τ(x, y)=
(x,−y). La fonction f , restriction à Sn de la fonction f (x, y) = |x|2 −
|y|2, fournit alors un exemple simple de fonction C∞ sur Sn qui satisfait
les hypothèses de la proposition 4. En particulier, pour G, τ , et f comme
ci-dessus, et pour tout réel λ > 0, l’équation (E) possède une solution
nodale G-invariante et τ -antisymétrique. Il en va d’ailleurs de même si
λ= 0, mais cette fois-ci avec la restriction à Sn de la fonction f (x, y)=
|x|2 − α|y|2, α > 0 suffisamment grand pour que ∫Sn f dv(h) < 0.
5. Un théorème sur la double invariance
Dans ce paragraphe, on considère deux symétries orthogonales σ1 et
σ2 de (Sn, h). On se propose de démontrer le résultat suivant.
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THÉORÈME 3. – Soient σ1 et σ2 deux symétries orthogonales de
(Sn, h) par rapport à deux hyperplans H1 etH2 tels queH⊥1 ⊂H2. Soient
λ> 0 et f une fonction de C∞(Sn), strictement positive quelque part, et
tout à la fois σ1-invariante et σ2-invariante. Si λ = 0, on suppose que∫
















où 〈σ1, σ2〉 désigne le groupe à quatre éléments engendré par σ1 et σ2, et
où
G = {v ∈H 21 (Sn) | v est σ1-et σ2-antisymétrique
et
∫
Snf |v|N dv(h)= 1
}
.
Alors il existe u ∈ C2(Sn), σ1- et σ2-antisymétrique, solution nodale de
l’équation
1hu+ λu= f |u|4/(n−2)u
et dont l’ensemble des zéros est exactement Sn ∩ (H1 ∪H2).
Démonstration. – Le principe est le même que pour la démonstration
du théorème 1. On établit d’abord le résultat pour un exposant sous-
critique 26 q < N , puis on fait tendre q vers l’exposant critique N . On
vérifie déjà facilement que si
Gq = {v ∈H 21 (Sn) | v est σ1- et σ2-antisymétrique et ∫Snf |v|q dv(h)= 1}
alors Gq 6= ∅. On rappelle maintenant que la fonctionnelle J introduite au
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Soit (ui) une suite minimisante dans Gq . En procédant comme dans la
preuve du théorème 1, on voit que (ui) est bornée dansH 21 (Sn). Il s’ensuit








f |wq |q−2wqv dv(h)
pour tout v ∈Ω où
Ω = {w ∈H 21 (Sn) |w est σ1- et σ2-antisymétrique}.
Etant donnée w une fonction quelconque de H 21 (Sn), on pose
w˜ =w−w ◦ σ1 +w ◦ (σ1 ◦ σ2)−w ◦ σ2.
Clairement, w˜ ∈Ω . En posant v = w˜ dans l’équation d’Euler ci-dessus








f |wq |q−2wqv dv(h)
pour toute fonction w ∈ H 21 (Sn). Il s’ensuit que wq est une véritable
solution faible de l’équation
1hwq + λwq = µqf |wq |q−2wq.
Par suite, vq = µ1/(q−2)q wq est solution faible de l’équation
1hvq + λvq = f |vq |q−2vq.
Par procédé de régularité classique, on en déduit encore une fois que vq
est de classe C2 sur Sn. Pour i = 1,2, l’hyperplan Hi partage Sn en deux
domaines que l’on notera H+i et H−i . On pose
uq = |wq | sur H+1 ∩H+2 et H−1 ∩H−2 ,
uq =−|wq | sur H+1 ∩H−2 et H−1 ∩H+2 .




)=H−i ∩H+j et σi(H+i ∩H−j )=H−i ∩H−j
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uq est σi-antisymétrique pour i = 1,2. De plus uq est lipschitzienne.
Donc uq ∈ H 21 (Sn), et on constate facilement que J (uq) = µq . En
raisonnant comme ci-dessus, on obtient que uq ∈C2(Sn), et que
1huq + λuq = µqf |uq |q−2uq.
On voit alors que uq ne s’annule que sur Sn ∩ (H1 ∪H2), en remarquant
que uq > 0 sur H+1 ∩H+2 , ce qui est une conséquence facile du principe
du maximum. A partir de là, le théorème 3 se démontre comme le
théorème 1, en faisant tendre q vers l’exposant critique N . Encore une
fois, la démonstration est ici en tout point semblable à ce qui a été fait
pour obtenir ce théorème. D’où le résultat. 2
Au sujet du théorème 3, et à titre d’illustration, on énonce pour finir le
résultat suivant.
COROLLAIRE 2. – Soient τ1 et τ2 deux symétries orthogonales par
rapport à deux hyperplans H1 et H2 de R5 tels que H⊥1 ⊂ H2. On note
C1 et C2 les grands cercles de S4 définis par Ci = Hi ∩ S4, i = 1,2.
Etant donnés λ un réel tel que 0 < λ < 2 et f ∈ C∞(S4) τ1- et τ2-
invariante qui s’annule sur C1 ∪ C2, il existe une solution nodale τ1- et
τ2-antisymétrique u ∈ C2(S4) à l’équation (E), dont l’ensemble des zéros
est exactement la réunion des grands cercles C1 et C2.
Démonstration. – Soit x un point de S4\(C1∪C2) et soit uε la fonction
introduite dans la preuve du théorème 2 du paragraphe 3. On symétrise uε
sur l’orbite de x. On obtient ainsi un vε qui est τ1- et τ2-antisymétrique,
avec la propriété que∫
















Le résultat suit du théorème 2. 2
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